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Notations, rappels et définitions

Soit K un corps, on note KrXs l’ensemble des polynômes à coefficients dans K. On note ZrXs
l’ensemble des polynômes à coefficients dans Z.
Pour R P KrXs, on notera d˝pRq le degré de R. On dira que R P KrXs est unitaire si son coefficient
dominant vaut 1. Pour R, S P KrXs, on notera R ^ S le plus grand diviseur commun de R et S qui sera
par convention unitaire.
On dit qu’une matrice M deMnpZq est dans GLnpZq si M est inversible dansMnpRq et M´1 est dans
MnpZq. On appelle In la matrice identité deMnpKq, qui est la matrice diagonale constituée uniquement
de 1 sur la diagonale. On notera MT la transposée d’une matrice M.
Si K un corps, on note MnpKq l’ensemble des matrices de taille n ˆ n à coefficients dans K et
on note GLnpKq l’ensemble des matrices inversibles de MnpKq. On note MnpZq l’ensemble des
matrices de MnpRq à coefficients dans Z. On note OnpZq “ tM P MnpZq, MTM “ Inu et
OnpQq “ tM P MnpQq, MTM “ Inu. On note SnpZq l’ensemble des matrices A de MnpZq telles
que AT “ A.
Soit M PMnpKq, on note χM le polynôme caractéristique de M défini par χMpXq “ detpXIn ´ Mq.
Pour i, j deux entiers strictement positifs distincts et a P K, l’opération élémentaire consistant à ajouter
a fois la colonne i à la colonne j d’une matrice se notera C j Ð C j ` aCi. De même l’opération élémentaire
consistant à ajouter a fois la ligne i à la ligne j se notera L j Ð L j ` aLi.
On notera pEi, jq16i, j6n la base canonique deMnpKq. Ainsi pour i et j dans rr1, nss, la matrice Ei, j n’a que
des zéros sauf au niveau de la i-ème ligne et j-ème colonne où l’on a un coefficient qui vaut 1.
Soit M PMnpQq. On note ℓpMq le plus petit entier naturel non nul tel que ℓpMqM soit dansMnpZq.

Soit p un nombre premier. On note Fp le corps Z{pZ et pour a dansZ, on note a sa classe dans Fp.

Soit R “
nÿ

k“0

rkXk dans ZrXs, on note R “
nÿ

k“0

rkXk qui est un polynôme de FprXs.

Soient p un nombre premier et R “
řn

k“0 rkXk et S “
řn

k“0 skXk dans ZrXs. On écrira R ” Srp2s si :
@k P rr0, nss, rk ” skrp2s.
Soit M “ rmi, js16i6r

16 j6s
PMr,spZq, on note M “ rmi, js16i6r

16 j6s
la matrice deMr,spFpq obtenue par réduction

modulo p de ses coefficients.
Soient p un nombre premier, k P N˚ et M “ rmi, js16i6r

16 j6s
et N “ rni, js16i6r

16 j6s
dans Mr,spZq. On écrira

M ” Nrpks si : @pi, jq P rr1, rss ˆ rr1, sss, mi, j ” ni, jrpks.

Soit E un K-espace vectoriel. On notera LpEq l’ensemble des endomorphismes de E. Soient B une
base de E et f P LpEq. On notera MatBp f q la matrice de f dans la baseB etχ f le polynôme caractéristique
de f défini par χ f pXq “ det

`
XIdE ´ MatBp f q

˘
. Soient F un espace vectoriel ayant pour base C et, une

application linéaire de E dans F, g P LpE, Fq. On notera MatB,Cpgq la matrice de g dans les bases B et C.
On rappelle qu’une forme bilinéaire symétrique ϕ : E ˆ E Ñ K définie sur E ˆ E est non dégénérée si
pour tout x dans E on a l’implication :

r@y P E, ϕpx, yq “ 0s ñ x “ 0.

On noteN˚ “Nzt0u. Pour m, n P Z, tels que m 6 n, on note rrm, nss l’intervalle d’entiers relatifs
défini par tm,m ` 1, ..., n ´ 1, nu.

On note Sn l’ensemble des permutations de rr1, nss.

Pour pi, jq dansN2, on note δi j le symbole de Kronecker défini par
"
δi j “ 1 si i “ j
δi j “ 0 si i , j

.
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Objectif et structure du problème

Ce problème porte sur l’action de conjugaison de OnpQq sur SnpRq XMnpZq. Nous y dé-
montrons deux résultats qui feront l’objet des deux dernières parties.

Le sujet débute par un Vrai/Faux. Il est suivi d’un problème en sept parties. Les quatre
premières parties sont totalement indépendantes et peuvent être traitées individuellement.

La partie V reprend des résultats de la partie I.
La partie VI utilise les partie I, partie II et partie III.
La partie VII utilise toutes les parties précédentes.

Vrai ou faux ?

Les affirmations suivantes sont-elles vraies ou fausses ? On justifiera soigneusement les
réponses.

1. Soient p un nombre premier et A PMnpZq.

Affirmation : "Dans Fp, on a detpAq “ detpAq."

2. Soient E et F deux espaces vectoriels admettant respectivement les bases peiq16i6m et
p fiq16i6n.
Affirmation : "pei, f jq16i6m

16 j6n
est une base de E ˆ F."

3. Soient E un espace vectoriel de dimension finie et f un endomorphisme de E diagonali-
sable. Soit F un sous-espace vectoriel de E.
Affirmation : "Si F est un sous-espace stable par f , alors f induit un endomorphisme
diagonalisable sur F."

4. SoientK un corps, R un polynôme dansKrXs et R1 son polynôme dérivé.
Affirmation : "Si R1 “ 0, alors R est un polynôme constant."

Partie I. Quelques résultats sur les matrices à coefficients dans Z.

Soit n PN˚.

5. Soient Q P OnpQq et A PMnpZq telles que QTAQ soit dansMnpZq.
On rappelle que ℓpQq est le plus petit entier naturel non nul tel que ℓpQqQ soit dansMnpZq.

On note pQ “ ℓpQqQ et on suppose que p est un nombre premier qui divise ℓpQq.
Démontrer que pQT pQ ” 0rpks et pQTA pQ ” 0rpks, pour k dans t1, 2u où 0 désigne la matrice
nulle.

6. Soit U PMnpZq.
On rappelle qu’une matrice M deMnpZq est dans GLnpZq si M est inversible dansMnpRq et
M´1 est dansMnpZq.

(a) On suppose que U est dans GLnpZq. Démontrer que detpUq vaut 1 ou ´1.

(b) On suppose que detpUq vaut 1 ou ´1. Démontrer que U est dans GLnpZq.

(c) Montrer que
`
GLnpZq,ˆ

˘
, où ˆ désigne le produit matriciel, est un groupe.

7. (a) Soit M P OnpZq. Démontrer que sur chaque ligne et chaque colonne de M, on n’a
qu’un et un seul coefficient non nul et que celui-ci vaut 1 ou ´1.

(b) En déduire le cardinal de OnpZq.

8. Soit une permutation σ P Sn. On pose Qσ “ rδi,σp jqs16i, j6n. Démontrer que QT
σ “ Qσ´1 ,

puis que Qσ est dans OnpZq.
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9. Pour i, j des entiers naturels dans rr1, nss, avec i , j, on pose

Pi, j “

i j
Ó Ó

i Ñ

j Ñ

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̋

1
. . . p0q

1
0 ¨ ¨ ¨ 1

1
...

. . .
...

1
1 ¨ ¨ ¨ 0

1

p0q
. . .

1

˛
‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‚

la matrice ayant des coefficients nuls en dehors de la diagonale, sauf 1 en position pi, jq
et p j, iq ; et, sur la diagonale, on n’a que des 1 sauf en position pi, iq et p j, jq où l’on a 0.
On pose A “ rai js16i6n

16 j6p
dansMnpRq.

(a) Démontrer qu’il existe une permutation σ P Sn tel que Pi, j “ Qσ.

(b) Démontrer soigneusement que la matrice obtenue à partir de A en échangeant les
lignes i et j est le résultat du produit matriciel Pi, jA.

On admettra de même que l’échange des colonnes i et j de A s’obtient en effectuant le produit
matriciel APi, j.

10. Soient q P Z et i, j P rr1, nss tels que i , j. On pose

Ti, jpqq “

j
Ó

i Ñ

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̋

1
. . . p0q

1 ´q
. . .

1

p0q
. . .

1

˛
‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‚

“ In ´ qEi, j,

la matrice ayant des coefficients nuls en dehors de la diagonale, sauf ´q en position pi, jq ;
et, sur la diagonale, on n’a que des 1.

(a) Démontrer que Ti, jpqq est dans GLnpZq.

(b) Démontrer soigneusement que la matrice obtenue à partir de A en effectuant l’opé-
ration C j Ð C j ´ qCi est le résultat du produit matriciel ATi, jpqq.

(c) Donner, sans démonstration, une matrice Si, jpqq dans GLnpZq telle que Si, jpqqA est la
matrice obtenue en effectuant l’opération L j Ð L j ´ qLi sur la matrice A.
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Partie II. Résultant et applications

Soient des entiers naturels m, n P N˚, avec m > 2. Soient R “
mÿ

k“0

rkXk et S “
nÿ

k“0

skXk deux

polynômes deKrXs, avec R de degré exactement m et S de degré au plus n. On pose

ϕR,S :
"
Kn´1rXs ˆKm´1rXs Ñ Kn`m´1rXs

pG,Hq ÞÑ GR ` HS
.

On pose D “ R ^ S et d “ d˝pDq.
On note

ψR “ ϕR,R1 :
"
Km´2rXs ˆKm´1rXs Ñ K2m´2rXs

pG,Hq ÞÑ GR ` HR1

et ∆pRq “ detpψRq.

11. Démontrer le lemme de Gauss ; à savoir, étant donnés trois polynômes G,H, L P KrXs, si
G ^ H “ 1 et G|HL, alors on a G|L.

12. Démontrer que ϕR,S est une application linéaire deKn´1rXs ˆKm´1rXs dansKn`m´1rXs.

13. Soit la famille U “
`
p1, 0q, pX, 0q, . . . , pXn´1, 0q, p0, 1q, p0,Xq, . . . , p0,Xm´1q

˘
. Démontrer

queU est une base deKn´1rXs ˆKm´1rXs.

14. Expliciter les coefficients de MatU,VpϕR,Sq, avecV “ p1,X, ...,Xm`n´1q la base canonique
deKn`m´1rXs.

15. Soient deux polynômes R1, S1 P KrXs tels que R “ DR1 et S “ DS1.
Démontrer que KerpϕR,Sq “

 
pS1W,´R1Wq, W P Kd´1rXs

(
et en déduire dim

`
KerpϕR,Sq

˘
.

16. Déterminer ImpϕR,Sq.

17. Démontrer que si R a un facteur multiple dans sa décomposition en facteurs irréductibles,
alors on a ∆pRq “ 0.

18. On suppose que dim KerpψRq “ 1.

(a) Démontrer qu’il existe λ P K et T P KrXs tels que Tpλq , 0 et R “ pX ´ λq2T.

(b) Démontrer dans ce cas que KerpψRq “ vect
`
p2T ` pX ´ λqT1,´pX ´ λqTq

˘
.

19. Démontrer que s’il existe deux polynômes T,W P KrXs, avec d˝pTq > 2 tels que R “ T2W,
alors on a l’inégalité dim

`
KerpψRq

˘
> 2.

20. En déduire que si dim KerpψRq “ 1, alors il existe des scalaires λ P K, µ P Kzt0u et
des polynômes T1, ...,Tr P KrXs deux à deux distincts et irréductibles tels que l’on a la

décomposition R “ µpX ´ λq2
rź

i“1

Ti avec @i P rr1, rss, Tipλq , 0.

Partie III. Quelques résultats d’algèbre linéaire sur les sous-espaces

stables

Soient K un corps, E un K-espace vectoriel de dimension finie n > 2 et F un sous-espace
vectoriel de E, de dimension s > 1 avec s ă n ; on fixe une base B1 “ pe1, ..., esq de F.

On considère une forme bilinéaire symétrique ϕ : E ˆ E Ñ K non dégénérée (on renvoie
aux notations pour la définition de ce point) qui vérifie la propriété @x, y P F, ϕpx, yq “ 0. De
plus, on note F˝ “

 
x P E{ @y P F, ϕpx, yq “ 0

(
.

Soit un endomorphisme f P LpEq tel que F soit stable par f , c’est-à-dire que l’on a f pFq Ă F.
On suppose que cet endomorphisme satisfait la propriété

@x, y P E, ϕ
`

f pxq, y
˘

“ ϕ
`
x, f pyq

˘
.
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Enfin, on note g :
"

F Ñ F
x ÞÑ f pxq

l’endomorphisme induit par f sur F et Γ “ χg le polynôme

caractéristique de g.

21. On suppose, uniquement dans cette question, que rangp f q “ n ´ 1.
Soient u P Kerp f qzt0u et v P E tels que ϕpu, vq “ 0.

(a) Démontrer que l’on a

@x P vectpvq ` Imp f q, ϕpu, xq “ 0.

(b) En déduire que v est dans Imp f q.

22. En faisant intervenir une récurrence, démontrer que

@S P KrXs,@x, y P E, ϕ
`
Sp f qpxq, y

˘
“ ϕ

`
x, Sp f qpyq

˘
.

23. (a) SoitJ un sous-espace vectoriel deKs tel que l’on a dimpJq ă s. Montrer qu’il existe
des éléments a1, ..., as P K non tous nuls tels que

@py1, ..., ysq P J ,
sÿ

i“1

aiyi “ 0.

(b) En déduire que l’application linéaire ψ :
"

E Ñ Ks

x ÞÑ pϕpx, e1q, ..., ϕpx, esqq
est surjec-

tive.

(c) En déduire l’égalité dimpF˝q “ n ´ s.

24. Démontrer que l’on a
@x P F, Γp f qpxq “ 0.

25. On suppose, uniquement dans cette question, que le vecteur e1 n’est pas dans ImpΓp f qq.

(a) Démontrer que l’on a l’inclusion ImpΓp f qq ‘ vectpe1q Ă F˝.

(b) En déduire l’inégalité : rang
`
Γp f q2

˘
6 n ´ ps ` 1q.

26. On suppose, uniquement dans cette question, qu’il existe un vecteur z de E tel que
e1 “ Γp f qpzq.

(a) Démontrer que la famille pe1, ..., es, zq est libre dans E.

(b) En déduire l’inégalité : rang
`
Γp f q2

˘
6 n ´ ps ` 1q.

27. Démontrer qu’il existe des vecteurs es`1, ..., en de E tels que B “ pe1, ..., es, es`1, ..., enq soit

une base de E de telle sorte que MatBp f q “

ˆ
A B
0 C

˙
et A “ MatB1 pgq. On précisera la

taille des matrices B et C.

28. Démontrer l’inégalité rangpΓp f q2q > rangpΓpCq2q.

29. (a) On suppose que les polynômesΓ etχC sont premiers entre eux. Dans ce cas, démontrer
que la matrice ΓpCq est inversible.

(b) À l’aide des questions précédentes, mettre en évidence une contradiction dès lors
que Γ et χC sont des polynômes qui sont premiers entre eux.

(c) Démontrer que χ f a un moins un facteur multiple dans sa décomposition en facteurs
irréductibles.

30. On suppose que χ f “ pX ´ λq2S, avec S un polynôme sans facteurs multiples dans sa
décomposition en facteurs irréductibles.
Démontrer que pX ´λq|Γ et pX ´λq|χC, puis qu’il existe u P F non nul tel que f puq “ λu.
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Partie IV. Arithmétique des polynômes dans FprXs

Soit un entier naturel n P N˚. Dans cette partie, p désignera un nombre premier. Fixons un

polynôme R “
nÿ

k“0

rkXk P FprXs de degré n unitaire.

31. Soit k P rr1, p ´ 1ss, démontrer que l’on a p|
`p

k

˘
.

32. Démontrer que l’application F :
"
FprXs Ñ FprXs
S ÞÑ Sp est un morphisme d’anneaux.

33. Soit a P Fpzt0u, démontrer que ap´1 “ 1. En déduire que l’on a

@x P Fp, xp “ x.

34. On suppose que R1, le polynôme dérivé de R, vérifie la relation R1 “ 0.

(a) Démontrer que R “

tn{puÿ

l“0

rlpXlp.

(b) En déduire qu’il existe W P FprXs tel que R “ Wp.

35. On suppose que R “ pX ´λq2
rź

i“1

Ti, avec λ P Fp et T1, ...,Tr P FprXs des polynômes deux

à deux distincts et irréductibles dans FprXs qui vérifient @i P rr1, rss, Tipλq , 0.

(a) Soit j P rr1, rss tel que T j|R1. Démontrer que T1
j “ 0.

(b) En déduire que R ^ R1 “ X ´ λ.

Partie V. Forme normale de Smith

Dans cette partie, on pourra s’aider des résultats obtenus dans la partie I.
Soit un entier naturel n PN˚. Soit une matrice M PMnpZq non nulle, on note

µpMq “ min
 

|mi, j|, i, j P rr1, nss et mi, j , 0
(
.

Nous allons démontrer qu’il existe des matrices U et V dans GLnpZq et une matrice diagonale

Ω “

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̋

d1 0 0 ¨ ¨ ¨ 0
0 d2 0 ¨ ¨ ¨ 0

0 0
. . . 0

... dr
...

0
. . .

0 ¨ ¨ ¨ 0

˛
‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‚

dansMnpZq telles que M “ UΩV, avec d1, ..., dr non nuls qui vérifient @i P rr1, r ´ 1ss, di|di`1.

36. Soient des entiers naturels i, j P rr1, nss, avec i , j. On reprend la notation Pi, j des matrices
définies la partie I.
Démontrer que µpPi, jMq “ µpMPi, jq.

37. Démontrer qu’il existe des matrices P0,Q0 P GLnpZq telles que

@P,Q P GLnpZq, µpP0MQ0q 6 µpPMQq.
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38. On pose la matrice A “ P0MQ0 “ rai, js16i, j6n. Quitte à modifier P0 et Q0, démontrer que,
l’on peut supposer que : |a1,1| “ µpAq, puis que : a1,1 “ µpAq.

Dans la suite, on se place donc dans le cas où l’on a a1,1 “ µpAq

39. Soit un entier j P rr2, nss. Notons q j le quotient et r j le de reste la division euclidienne de
a1, j par a1,1 ce qui conduit à la relation a1, j “ a1,1q j ` r j.

Soit rA la matrice obtenue à partir de la matrice A après les opérations élémentaires
C j Ð C j ´ q jC1, pour tout j de rr2, nss.

(a) S’il existe j0 P rr2, nss tel que r j0 , 0, démontrer l’inégalité µp rAq ă µpAq.

(b) En déduire que rA est de la forme

¨
˚̊
˚̋

a1,1 0 ¨ ¨ ¨ 0
u2,1 u2,2 ¨ ¨ ¨ u2,n
...

...
...

un,1 un,2 ¨ ¨ ¨ un,n

˛
‹‹‹‚et que @ j P rr2, nss, a1,1|a1, j.

40. Démontrer qu’il existe des matrices P1,Q1 P GLnpZq telles que la matrice B “ P1MQ1

soit de la forme B “

¨
˚̊
˚̋

a1,1 0 ¨ ¨ ¨ 0
0 b2,2 ¨ ¨ ¨ b2,n
...

...
...

0 bn,2 ¨ ¨ ¨ bn,n

˛
‹‹‹‚avec µpBq “ min

 
µpPMQq, P,Q P GLnpZq

(
.

41. Soit un entier naturel i P rr2, nss. Soit rB la matrice obtenue à partir de B en effectuant
l’opération L1 Ð L1 ` Li.

(a) Démontrer l’égalité µprBq “ µpBq.

(b) En utilisant le résultat de la question 39b et en s’aidant de la matrice rB, démontrer
que l’on a

@i, j P rr2, nss, a1,1|bi, j.

On peut donc écrire B “

ˆ
d1 0
0 d1N

˙
, avec N une matrice dansMn´1pZq.

42. Démontrer que pour toute matrice M deMnpZq non nulle, il existe des matrices U et V
dans GLnpZq et une matrice diagonale

Ω “

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̋

d1 0 0 ¨ ¨ ¨ 0
0 d2 0 ¨ ¨ ¨ 0

0 0
. . . 0

... dr
...

0
. . .

0 ¨ ¨ ¨ 0

˛
‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‚

dans MnpZq telles que M “ UΩV, avec d1, ..., dr des entiers non nuls qui vérifient
@i P rr1, r ´ 1ss, di|di`1.

Cette décomposition s’appelle la forme normale de Smith.

43. Soient une matrice M PMnpZq non nulle décomposée comme dans la question 42 et soit
p un nombre premier. On suppose qu’il existe une matrice colonne Y PMn,1pZq telle que
Y ı 0rps et MY ” 0rp2s.

(a) Si r “ n, démontrer que p2|dn.
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(b) Démontrer que p2| detpMq.

Partie VI. Preuve du premier résultat

On reprend les notations des parties précédentes, et on rappelle que ℓpQq est le plus petit entier
naturel non nul tel que ℓpQqQ soit dansMnpZq.

On rappelle la notation suivante, étant donnée une matrice M “ rmi, js16i6n
16 j6p

P Mn,ppZq, on note

M “ rmi, js16i6n
16 j6p

la matrice deMn,ppFpq, avec mi, j la classe de mi, j dans Fp. Étant données deux matrices

M PMr,spZq et N PMs,tpZq, on pourra utiliser la relation MN “ M N sans démonstration.
Cette partie fait uniquement appel à des résultats des parties I., II. et III..

Soit un entier naturel n PN tel que n > 2 et soit une matrice Q P OnpQq. On notera pQ “ ℓpQqQ
et C1, ...,Cn les colonnes de pQ.

Soit une matrice A P SnpZq, on note 1 ∆A l’entier relatif ∆A “ ∆pχAq. L’objet de cette partie
consiste à démontrer le résultat suivant :

Si la matrice QTAQ est dans SnpZq, alors pour tout diviseur premier p de ℓpQq, on a p|∆A.

Dans cette partie, on suppose que la matrice B “ QTAQ est dans SnpZq.

44. SoitK un corps.

Soit l’applicationϕ :
"

pMn,1pKqq2 Ñ K

pY,Zq ÞÑ YTZ
. Démontrer queϕ est une forme bilinéaire

symétrique non dégénérée.

Pour toute la suite de cette partie, on prendraK “ Fp, avec p un nombre premier qui divise ℓpQq.

45. (a) Démontrer que l’on a
@i, j P rr1, nss, ϕpCi,C jq “ 0.

(b) Démontrer que l’on a

@pY,Zq P Im
ˆ

pQ
˙2

, ϕpY,Zq “ 0.

46. Démontrer que Im
ˆ

pQ
˙

est stable par l’application Y ÞÑ A.Y définie surMn,1pFpq.

47. Démontrer l’inégalité dim
ˆ

Im
ˆ

pQ
˙˙

ă n.

48. En utilisant la partie III., démontrer que le polynôme χA possède au moins un facteur
multiple dans sa décomposition en facteurs irréductibles sur FprXs.

49. En déduire que l’on a p|∆A.

1. On se réfère à la notation de la PartieII.
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Partie VII. Preuve du second résultat

On reprend les notations des parties précédentes.
Soit un entier naturel n P N tel que n > 2 et soit une matrice Q P OnpQq. On note pQ “ ℓpQqQ.

On note C1, ...,Cn les colonnes de pQ. Soit une matrice A P SnpZq. On note ∆A “ ∆pχAq.
L’objet de cette partie consiste à démontrer le résultat suivant :

Si QTAQ est dans SnpZq et si ∆A est un entier impair sans facteurs multiples dans sa décomposition
en facteurs premiers, alors Q est dans OnpZq.

Dans la suite de cette partie, on suppose que QTAQ est dans SnpZq et que ∆A est un entier
impair sans facteurs multiples dans sa décomposition en facteurs premiers. De plus, p désignera
un nombre premier impair qui divise ℓpQq ; d’après la partie précédente on sait que p|∆A, par
conséquent l’hypothèse faite sur ∆A implique que p2 ne divise pas ∆A.

50. Soient un entier naturel l P N˚ et une matrice M P MlpZq tels que le rang de M dans
MlpFpq vérifie rangpMq “ l ´ k , avec k dans rr0, lss.

(a) Démontrer qu’il existe deux matrices B PMlpZq et C PMl´k,lpZq telles que l’on a les

deux égalités BM “

˜
C
O

¸
, où O désigne la matrice mulle, et detpBq , 0.

(b) En déduire que pk| detpBq detpMq.

(c) Puis, en déduire que pk| detpMq.

51. En reprenant les notations de la partie II., avec K “ Fp, démontrer que KerpψχA
q est de

dimension 1.

52. Montrer qu’il existe un entier relatif λ P Z et un polynôme S P ZrXs unitaire de degré
n´2 tels que l’on a χA “ pX´λq2S, avec S sans facteurs multiples dans sa décomposition
en facteurs irréductibles dans FprXs et Spλq , 0.
On pourra s’aider des résultats de la partie II.

53. En utilisant la question 30, la partie II. et la partie IV., démontrer qu’il existe une matrice
colonne Y PMn,1pZq telle qu’il existe des entiers relatifs β1, ..., βn P Z vérifiant

Y “
nÿ

i“1

βi.Ci

avec Y , 0 et A.Y “ λ.Y.

54. On suppose dans cette question que le rang de la matrice λ.In ´ A deMnpFpq vaut n ´ 1.

Soit la matrice colonne Z “
1
p

pAY ´ λYq, avec Y la matrice trouvée dans la question

précédente.

(a) Démontrer que Y
T

Z “ 0. On pourra utiliser la question 5.

(b) En utilisant la question 21, démontrer qu’il existe une matrice colonne Y1 PMn,1pZq
telle que

Z “ pA ´ λ.InqY1.

(c) En déduire qu’il existe une matrice colonne Y2 PMn,1pZq telle que

Y2 , 0 et pA ´ λInqY2 ” 0rp2s

puis que p2|χApλq.
On pourra utiliser la question 43b pour cette dernière relation.
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55. (a) Démontrer qu’il existe deux polynômes R1 et R2 dans ZrXs, avec d˝pR1q ă n ´ 1 tels
que

χA “ pX ´ λq2S ` ppX ´ λqR1 ` p2R2.

(b) Comment peut-on choisirµdansZde telle sorte que
´

R1`2µS
X´λ

¯
définisse un polynôme

de FprXs de degré au plus n ´ 3?

On note H P ZrXs de degré au plus n ´ 3 tel que
´

R1`2µS
X´λ

¯
“ H, pour ce µ.

(c) On pose les polynômes T “ 2S`pX´λqS1`pR1
1`pH`µpS1 et W “ pX´λqS`pR1`µpS,

avec µ choisi comme dans la question précédente.
Démontrer que W est non nul dans FprXs et que d˝pTq ă n ´ 1 et d˝pWq ă n.

(d) Démontrer que l’on a TχA ” Wχ1
Arp2s.

56. En s’aidant des questions 14 et 43b, mettre en évidence une contradiction

57. Démontrer que si la matrice QTAQ est dans SnpZq et si l’entier∆A est impair sans facteurs
multiples dans sa décomposition en facteurs premiers, alors Q est dans OnpZq.

FIN DU SUJET
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