
AGRÉGATION INTERNE ET CAERPA DE MATHÉMATIQUES
SECONDE ÉPREUVE ÉCRITE

Notations et rappels

Dans tout le sujet, R désignera le corps des nombres réels, C le corps des nombres complexes et N
l’ensemble des entiers naturels. L’ensemble des nombres réels positifs sera noté R` et l’ensemble des
nombres réels strictement positifs sera notéR`˚. L’ensemble des entiers naturels non nuls sera notéN˚.
Pour n un entier naturel non nul, ⟦1,n⟧ désigne l’ensemble des entiers naturels i tels que 1 ⩽ i ⩽ n.

Soit I un intervalle inclus dans R. Pour f une fonction définie sur I et à valeurs réelles et si k PN˚,
on dira que f est de classe Ck sur I si f est k fois dérivable sur I et si sa dérivée k-ième est continue sur I.
On dira que f est de classe C8 sur I si f est indéfiniment dérivable sur I.

Le sujet comporte deux exercices indépendants, suivi d’un problème comportant quatre résultats
préliminaires dont les résultats seront réutilisés dans les cinq parties qui suivent.

Exercice 1

On souhaite résoudre l’équation fonctionnelle suivante, où f est une fonction continue deR dansR :

@x P R, f pxq “
x
2

`

ż x

0
px ´ tq f p´tqdt. (1)

1. Montrer que toute fonction f définie surR et à valeurs réelles se décompose de manière
unique en somme d’une fonction paire Pp f q et d’une fonction impaire Ip f q.

Raisonner par analyse synthèse.

On obtient Pp f qpxq “
1
2

p f pxq ` f p´xqq, Ip f qpxq “
1
2

p f pxq ´ f p´xqq

2. Soit f une fonction dérivable définie sur R et à valeurs réelles. Montrer que Pp f q et Ip f q

sont dérivables sur R et exprimer Pp f q1 et Ip f q1 à l’aide de f 1.

Pp f q et Ip f q sont dérivables par opérations usuelles.

Pp f qpxq1 “
1
2

p f 1pxq ´ f 1p´xqq, Ip f q1pxq “
1
2

p f 1pxq ` f 1p´xqq

3. Soit une f une fonction continue sur R à valeurs réelles et qui vérifie l’équation (1).

(a) Montrer que f est de classe C1 sur R et donner une expression de f 1.

On a : f pxq “
x
2

` x
ż x

0
f p´tqdt ´

ż x

0
t f p´tqdt.

Donc f est C1 et

f 1pxq “
1
2

`

ż x

0
f p´tqdt ` x f p´xq ´ x f p´xq “

1
2

`

ż x

0
f p´tqdt

(b) Montrer que f 1 est de classe C1 sur R et donner une expression de f 2.

f 1 est de classe C1 et f 2pxq “ f p´xq

(c) Justifier que Pp f q et Ip f q sont de classe C2 surR et déterminer des équations différen-
tielles vérifiées par Pp f q et Ip f q.

Pp f q et Ip f q sont de classe C2 car f l’est et on a, en identifiant partie paire et partie
impaire (par unicité de la décomposition) :

Pp f q2 “ Pp f q et Ip f q2 “ ´Ip f q

4. Déterminer les solutions de l’équation fonctionnelle (1).
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En résolvant les équations différentielles, on obtient :
‚Pp f q “ A cosh `B sinh puis Pp f q “ A cosh car Pp f q est paire.
‚Ip f q “ C cos `D sin puis Ip f q “ D sin car Ip f q est impaire.
‚d’où f “ A cosh `D sin

‚Comme f p0q “ 0, et f 1p0q “
1
2

, on a A “ 0 et D “
1
2

, d’où f pxq “
1
2

sin.

‚Après vérifcation,
1
2

sin est bien solution.

Exercice 2

Pour tout entier n strictement positif, on définit la fonction gn sur R` par

gn :

$

’

&

’

%

R` ÝÑ R

x ÞÝÑ expp´xq

n
ÿ

k“0

xk

k!
.

5. Montrer que, pour tout n ⩾ 1, l’équation gnpxq “
1
2

admet une unique solution positive
que l’on notera an.

gn est dérivable par opérations usuelles et g1
npxq “ ´ expp´xq

xn

n!
ă 0.

Ainsi gn est continue, strictement décroissante, gnp0q “ 1 et limxÑ`8 gnpxq “ 0 donc gn
réalise une bijection de R` dans s0, 1s.

Ainsi gnpxq “
1
2

admet une unique solution.

6. Montrer que la suite panqn⩾1 est croissante.

gn`1pxq “ gnpxq ` expp´xq
xn`1

pn ` 1q!
ą gnpxq donc gnpanq “

1
2

“ gn`1pan`1q ą gnpan`1q

comme gn est décroissante, on a an ă an`1.

7. On considère une suite pXiqi⩾1 de variables aléatoires mutuellement indépendantes,
suivant toute une loi de Poisson de paramètre λ ą 0. Pour tout entier n ⩾ 1, on note

Sn “

n
ÿ

k“1

Xk.

(a) Déterminer l’espérance et la variance de Sn.

On a EpXiq “ λ etVpXiq “ λ.
Par linéarité de l’espérance, on a EpSnq “ nλ et par indépendance, on aVpSnq “ nλ

(b) Quelle est la loi de Sn ? (Justifier brièvement votre réponse).

‚La somme de deux variables aléatoires indépendantes suivant une loi de poisson
est encore une loi de poisson.
‚Par récurrence immédiate, Sn suit donc une loi de Poisson.
‚Son paramètre est donc nλ “ EpSnq.

(c) Montrer que

lim
nÝÑ`8

PpSn ⩽ nq “

$

’

’

&

’

’

%

1
2

si λ “ 1,

0 si λ ą 1,
1 si λ ă 1.
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Indication : pour le premier cas, on pourra utiliser le théorème central-limite. Pour les
deux autres cas, on pourra appliquer l’inégalité de Bienaymé-Tchebichev à la variable

aléatoire Mn “
Sn

n
.

‚Pour λ “ 1 :
Sn est la somme de n variables aléatoires indépendantes admettant la même loi, ainsi

M˚
n “ S˚

n “
Sn ´ n

?
n

converge en loi vers une loi normale centrée réduite.

PpSn ⩽ nq “ PpS˚
n ⩽ 0q Ñ Φp0q “

1
2

.
‚Pour λ ą 1 :

PpSn ⩽ nq “ PpSn ´ nλ ⩽ np1 ´ λqq

⩽ Pp|Sn ´ nλ| ą npλ´ 1qq

⩽
VpSnq

n2pλ´ 1q2 “
λ

npλ´ 1q2 Ñ 0

‚Pour λ ă 1 :

PpSn ą nq “ PpSn ´ nλ ą np1 ´ λqq

⩽ Pp|Sn ´ nλ| ą np1 ´ λqq

⩽
VpSnq

n2pλ´ 1q2 “
λ

npλ´ 1q2 Ñ 0

Donc PpSn ⩽ nq Ñ 1.

8. (a) Montrer pour tout entier naturel n non nul, PpSn ⩽ nq “ gnpnλq.

PpSn ⩽ nq “

n
ÿ

k“0

PpSn “ kq “ expp´nλq

n
ÿ

k“0

pxλqk

k!
“ gnpnλq.

(b) Justifer que lim
nÝÑ`8

gnpnq “
1
2

.

Avec λ “ 1, on a gnpnq “ PpSn ⩽ nq Ñ
1
2

(c) En déduire que lim
nÝÑ`8

an

n
“ 1.

Soit ϵ ą 0, Posons λ “ 1 ` ϵ ą 1, on a gnpnλq Ñ 0

Donc pour n assez grand gnpnλq ă
1
2

“ gnpanq donc np1 ` ϵq “ nλ ą an.
De même np1 ´ ϵq ă an pour n assez grand.

Donc
an

n
Ñ 1.

Résultat préliminaire 1 : la fonction Γ

Définition 1. On définit pour x P R,

Γpxq “

ż `8

0
tx´1 expp´tqdt

lorsque cette intégrale est convergente.
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9. Déterminer l’ensemble de définition de Γ.
‚L’intégrale est généralisée en `8 et en 0. L’intégrande est positive.
‚En `8, tx´1 expp´tq “ opexpp´t{2qq donc l’intégrale est convergente.
‚En 0, tx´1 expp´tq „ tx´1 donc l’intégrale est convergente si et seulemnt si 1 ´ x ă 1,
soit x ą 0.
‚Finalement Γ est définie pour sur R˚

`
.

10. Montrer que cette fonction est de classe C1 sur son ensemble de définition et donner une
expression de sa dérivée sous la forme d’une intégrale.

On applique le théorème de domination et on obtient :

Γ1pxq “

ż `8

0
lnptqtx´1 expp´tqdt

11. Soit x un réel strictement positif. Exprimer Γpx ` 1q à l’aide de Γpxq.
Par IPP, on a Γpx ` 1q “ xΓpxq

12. Établir que pour tout entier naturel n non nul, Γpnq “ pn ´ 1q!.
Γp1q “ 1, puis par récurrence Γpnq “ pn ´ 1q!

13. Montrer que l’on peut prolonger la fonction Γ et définir Γpzq pour tout nombre complexe
z dont la partie réelle est strictement positive.

Soit z “ x ` iy P C tz “ txtiy donc |tz| “ tx. Ainsi, Γpzq est définie pour x ą 0.

Résultat préliminaire 2 : l’inégalité de Hölder-Minkowski

Soient p et q deux réels strictement positifs tels que
1
p

`
1
q

“ 1. On considère deux fonctions continues

positives f et g telles que f p et gq soient intégrables sur r0,`8r. Le but de cette partie est de démontrer
l’inégalité de Hölder-Minkowski :

ż `8

0
f pxqgpxqdx ⩽

ˆ
ż `8

0
f ppxqdx

˙

1
p

ˆ
ż `8

0
gqpxqdx

˙

1
q

.

14. Justifier que la fonction ln est concave sur s0,`8r. En déduire que pour tous réels
strictement positifs x et y, on a

ln
ˆ

x
p

`
y
q

˙

⩾
lnpxq

p
`

lnpxq

q
.

ln est deux fois dérivable et ln2
pxq “ ´

1
x2 ă 0 donc ln est concave.

En posant λ “
1
p

, on a 1 ´ λ “
1
q

et λ Ps0, 1r d’où par concavité :

lnpλx ` p1 ´ λqyq ⩾ λ lnpxq ` p1 ´ λqy

, d’où le résultat.

15. Montrer que pour tous réels positifs ou nuls u et v, on a

uv ⩽
1
p

up `
1
q

vq.

Posons x “ up et y “ vq, par croissance de exp on obtient le résultat.
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16. Montrer l’inégalité de Hölder-Minkowski lorsque
ż `8

0
f ppxqdx “

ż `8

0
gqpxqdx “ 1.

D’après ce qui précède : on a : f pxqgpxq ⩽
1
p

f ppxq `
1
q

gqpxq, par croissance de l’intégrale,

puisque les 2 fonctions f p et gq sont intégrables, on a :

ż `8

0
f pxqgpxqdx ⩽

1
p

ż `8

0
f ppxqdx `

1
q

ż `8

0
gqpxqdx “

1
p

`
1
q

“ 1.

Donc l’inégalité est vérifiée dans ce cas.

17. Montrer l’inégalité de Hölder-Minkowski dans le cas général.

Evidemment, l’inégalité est vraie si f ou g sont nulles.

Posons A “
ş`8

0 f pptqdt et f1 “
f

A
1
p

On a alors
ş`8

0 f p
1 ptqdt “ 1.

De même, posons B “
ş`8

0 gqptqdt et g1 “
g

B
1
q

On a alors
ş`8

0 gq
1ptqdt “ 1.

On en déduit
ş`8

0 f1ptqg1ptqdt ⩽ 1. D’où :
ş`8

0 f ptqgptqdt ⩽ A
1
p B

1
q . D’où le résultat.

Résultat préliminaire 3 : sommes harmoniques

On note, pour tout entier naturel n non nul,

Hn “

n
ÿ

k“1

1
k
.

Le but de cette partie est de montrer que

Hn “ ln n ` γ`
1

2n
` o

ˆ

1
n

˙

lorsque n tend vers `8, où γ est une constante réelle appelée constante d’Euler.

18. Montrer que pour tout entier naturel strictement positif n,

1
n ` 1

⩽

ż n`1

n

dt
t
⩽

1
n
.

Par décroissance de la fonction t ÞÑ
1
t

.

19. En déduire que la suite pHn ´ ln nqn⩾1 admet une limite finie qu’on notera γ.

En sommant : on obtient :
n´1
ÿ

k“1

1
k ` 1

⩽

ż n

1

dt
t
⩽

n´1
ÿ

k“1

1
k

soit Hn ´ 1 ⩽ ln n ⩽ Hn ´
1
n

.

Donc
1
n
⩽ Hn ´ ln n ⩽ 1. La suite est bornée.

De plus Hn`1 ´ lnpn ` 1q ´ pHn ´ ln nq “
1

n ` 1
´

ż n`1

n

dt
t
⩽ 0 d’après ce qui précède,

donc la suite est décroissante.
Elle est donc convergente.
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20. Donner un équivalent simple de
`8
ÿ

k“n

1
k2 lorsque n tend vers `8. Indication : on pourra

travailler par comparaison série-intégrale.

Posons Rn “

`8
ÿ

k“n

1
k2 .

Comme précédemment on a :

1
pn ` 1q2 ⩽

ż n`1

n

dt
t2 ⩽

1
n2 .

D’où : Rn`1 ⩽

ż `8

n

dt
t2 ⩽ Rn, en en déduit :

1
n
⩽ Rn ⩽

1
n

`
1
n2 on en déduit Rn „

1
n

.

21. On pose sn “ Hn ´ lnpnq ´ γ. Donner un équivalent de sn ´ sn´1 quand n tend vers `8.

sn ´ sn´1 “ Hn ´ Hn´1 ´ lnpnq ` lnpn ´ 1q

“
1
n

` lnp1 ´
1
n

q „ ´
1

2n2

22. En déduire un équivalent de sn lorsque n tend vers `8 et conclure.

La série de terme général sn ´ sn´1 est donc convergente et

sn “

`8
ÿ

k“n`1

psk´1 ´ skq „

`8
ÿ

k“n`1

1
2k2 „

1
2n

D’où le résultat en utilisant la Q20

Résultat préliminaire 4 : le problème de Bâle

Le but de cet exercice est de calculer la valeur de
`8
ÿ

n“1

1
n2 . Pour cela, on introduit la fonction réelle

2π-périodique f , définie par f pxq “ x pour tout x P r´π, πr. Pour n entier naturel, on notera anp f q et
bnp f q les coefficients de Fourier, définis par

anp f q “
1
π

ż π

´π
f ptq cospntqdt, bnp f q “

1
π

ż π

´π
f ptq sinpntqdt,

23. Tracer le graphe de f .

24. Déterminer les coefficients de Fourier de f puis rappeler l’expression de la série de
Fourier S f de f .

f est impaire donc anp f q “ 0.

Par IPP, on a bnp f q “
2
n

p´1qn`1

Sp f qpxq “
a0

2
`

`8
ÿ

k“1

pak cospkxq ` bk sinpkxq “

`8
ÿ

k“1

bk sinpkxq

25. Rappeler la formule de Parseval.
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f étant 2π périodique, continue par morceaux, on a :

1
2π

ż π

´π
f ptq2dt “

a2
0

4
`

1
2

`8
ÿ

k“1

pa2
k ` b2

kq

26. En déduire
`8
ÿ

n“1

1
n2 .

On applique la formule de Parseval, on a
ż π

´π
t2dt “

2π3

3
d’où

`8
ÿ

n“1

1
n2 “

π2

6

Première partie : problème du collectionneur de vignettes

On s’intéresse au problème suivant : un enfant achète des vignettes pour compléter un album conte-
nant n vignettes, où n est un entier naturel supérieur ou égal à 2. Lorsqu’on achète une vignette, celle-ci
est cachée et on ne peut la choisir. On s’intéresse au nombre d’achats nécessaires pour terminer l’album.
On suppose que la répartition des n vignettes est uniforme au cours de tous les achats, si bien qu’on
assimile l’expérience au tirage avec remise d’un jeton numéroté entre 1 et n dans une urne contenant les
n jetons.

On note Tn la variable aléatoire égale au nombre de tirages nécessaires pour obtenir pour la première
fois au moins chacun des n jetons. À chaque tirage, on appelle succès le fait d’avoir tiré un numéro non
encore obtenu.

Pour i P ⟦1,n⟧, on note Xn,i la variable aléatoire donnant le nombre de tirages nécessaires pour obtenir
pour la première fois i numéros différents, en comptant à partir du succès précédent. Par convention,

Xn,1 “ 1 et on a ainsi Tn “

n
ÿ

i“1

Xn,i.

Par exemple, si n “ 4 et qu’on obtient les tirages 1, 3, 3, 2, 1, 2, 1, 4, alors

X4,1 prend la valeur 1, X4,2 prend la valeur 1,
X4,3 prend la valeur 2, X4,4 prend la valeur 4,
T4 prend la valeur 8.

27. (a) Écrire en Python ou en langage naturel une fonction collectionneur(n) qui simule
la variable aléatoire Tn. On pourra utiliser la fonction randint(1,n) qui simule le
tirage aléatoire d’un entier de ⟦1,n⟧ de façon uniforme.

from random import randint
def c o l l e c t i o n n e u r ( n ) :

t=0
T= [ ]
while True :

x=randint ( 1 , n )
t +=1
i f x not in T :

T . append ( x )
i f len ( T)==n :

re turn t

(b) Soit i P ⟦1,n⟧. Déterminer la loi de Xn,i et donner, sous réserve d’existence, l’espérance
EpXn,iq et la varianceVpXn,iq de Xn,i.
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Pour i “ 1, Xn,1 est certaine et EpXn,1q “ 1q etVpXn,1q “ 0.
Pour i P ⟦2,n⟧, i ´ 1 jetons ont déjà été trouvés, on cherche un nouveau jeton, il y en

a n ´ i ` 1, ainsi Xn,i suit une loi géométrique de paramètre
n ´ i ` 1

n
.

On a donc EpXn,iq “
n

n ´ i ` 1
etVpXn,iq “

npi ´ 1q

pn ´ i ` 1q2

(c) Justifier que les variables aléatoires pXn,iqiP⟦1,n⟧ sont mutuellement indépendantes.

Ecrire l’événement pXn,1 “ i1, . . .Xn,n “ inq en fonction des événements A j=« Tirer un
nouveau numéro au rang j» et obtenir le résultat.

(d) En déduire une expression de EpTnq etVpTnq faisant intervenir les sommes

Hn “

n
ÿ

k“1

1
k

et Sn “

n
ÿ

k“1

1
k2 .

Comme Tn “

n
ÿ

i“1

Xn,i, on a :

‚Par linéarité de l’espérance : EpTnq “

n
ÿ

i“1

n
n ´ i ` 1

“ nHn.

‚Par indépendance :

VpTnq “

n
ÿ

i“1

VpXn,iq “

n
ÿ

i“1

npi ´ 1q

pn ´ i ` 1q2 “ n
n

ÿ

j“1

n ´ j
j2

“ n2Sn ´ nHn

(e) Donner des équivalents simples de EpTnq etVpTnq.

‚EpTnq „ n ln n

‚VpTnq „ n2Sn „
π2n2

6

Définition 2. Soit X une variable aléatoire à valeurs dansN. On appelle série génératrice de X la série
ÿ

k⩾0

PpX “ kqtk et, pour toute valeur de t P R telle que cette série converge, la fonction génératrice de X

est donnée par

QXptq “

`8
ÿ

k“0

PpX “ kqtk.

28. Soit Y suivant une loi géométrique de paramètre p Ps0, 1r. Déterminer sa fonction géné-
ratrice QY. On n’oubliera pas de préciser son ensemble de définition.

Pour une loi géométrique, on a @k ⩾ 1,PpY “ kq “ pqk´1.

Donc QYptq “

`8
ÿ

k“1

pqk´1tk “
pt

1 ´ qt
définie pour t Ps ´ 1

q ,
1
q r

29. On considère une variable aléatoire X à valeurs dansN.

(a) Justifier que QX est bien définie sur r´1, 1s et préciser QXp1q.

Par théorème de comparaison des séries à termes positifs, la série QXptq est absolu-
ment convergente pour t P r´1, 1s et QXp1q “ 1

(b) On suppose que X admet une espérance. Montrer qu’alors QX est dérivable sur r´1, 1s

puis exprimer EpXq en fonction de Q1
X.
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Si X admet une espérance alors EpXq “

`8
ÿ

k“0

kPpX “ kq est convergente donc par

théorème de dérivation des séries, QX est dérivable sur r´1, 1s et

Q1
Xptq “

`8
ÿ

k“1

kPpX “ kqtk´1

Ainsi EpXq “ Q1
Xp1q.

(c) Soit X et Y deux variables aléatoires à valeurs dansN. Montrer que X et Y ont même
loi si et seulement si elles admettent la même fonction génératrice.

‚Si X et Y suivent la même loi, alors QX “ QY.
‚QX est une série entière définie au moins sur s ´ 1, 1r.

Donc PpX “ kq “
Qpkq

X p0q

k!
donc si QX “ QY alors X et Y suivent la même loi.

(d) Soient X et Y des variables aléatoires indépendantes. Exprimer QX`Y en fonction de
QX et QY.

Par théorème de transfert, on remarque QXptq “ EptXq.
Ainsi, QX`Yptq “ EptX`Yq “ EptXqEptYq “ QXptqQYptq par indépendance.

30. (a) On note Qn “ QTn la série génératrice de Tn. Montrer que pour tout t P r´1, 1s,

Qnptq “
n!
nn

tn

n´1
ź

k“1

ˆ

1 ´
kt
n

˙

.

Tn “

n
ÿ

i“1

Xn,i donc

Qnptq “

n
ź

i“1

QXn,iptq “

n
ź

i“1

n´i`1
n t

1 ´
i´1

n t
“

n!
nn

tn

n´1
ź

k“1

ˆ

1 ´
kt
n

˙

(b) Montrer que pour tout t P r´1, 1s,

Qnptq “

n´1
ÿ

k“0

ˆ

n ´ 1
k

˙

p´1qn´1´k t

1 ´
kt
n

.

Indication : on pourra décomposer en éléments simples la fraction rationnelle
Qnptq

t
.
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Qnptq
t

se décompose en éléments simples sous la forme a0 `

n´1
ÿ

k“1

ak

1 ´ kt
n

.

On obtient a0 en étudiant la limite de
Qnptq

t
en `8 :

a0 “
n!
nn p´1qn´1 nn´1

pn ´ 1q!
“ p´1qn´1

On obtient ak en évaluant p1 ´
kt
n

q
Qnptq

t
en t “ n

k :

ak “
n!
nn p

n
k

qn´1
ź

1⩽i⩽n´1,i,k

1
1 ´ i

k

“
n!
nn p

n
k

qn´1
ź

1⩽i⩽n´1,i,k

k
k ´ i

“
n!
nn p

n
k

qn´1 kn´2p´1qn´1´k

pn ´ 1 ´ kq!pk ´ 1q!

“ p´1qn´1´k
ˆ

n ´ 1
k

˙

D’où le résultat.

(c) En déduire que pour tout entier naturel j non nul,

PpTn “ jq “
1

n j´1

˜

n´1
ÿ

k“0

ˆ

n ´ 1
k

˙

p´1qn´1´kk j´1

¸

.

On dérive Qn j fois, en remarquant :
t

1 ´ kt
n

“
n
k

p´1 `
n
k

1
n
k ´ t

q :

Qp jq
n ptq “

n´1
ÿ

k“0

ˆ

n ´ 1
k

˙

p´1qn´1´k n
k
.
n
k
.

j!
p n

k ´ tq j`1

D’où le résultat en évaluant en 0

Deuxième partie : log-convexité de la fonction Γ

On rappelle que la fonction Γ est définie dans le premier résultat préliminaire, définition 1.

Définition 3. Soit I un intervalle deR et f : I ÝÑ R`˚ une fonction. On dit que f est log-convexe sur
I si pour t P r0, 1s, pour tous nombres réels x, y dans I,

f ptx ` p1 ´ tqyq ⩽ f pxqt f pyq1´t.

31. Montrer que la fonction Γ est log-convexe sur R`˚.

Indication : on pourra utiliser l’inégalité de Hölder-Minkowski pour p et q bien choisis.
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Pour t , 0 et t , 1, on choisit : p “
1
t

et q tel que
1
p

`
1
q

“ 1 soit
1
q

“ 1 ´ t.

On a :

Γptx ` p1 ´ tqyq “

ż `8

0
utx`p1´tqy´1 expp´uqdu

“

ż `8

0
utx´t expp´tuq.up1´tqpy´1q expp´p1 ´ tquqdu

⩽

ˆ
ż `8

0
ux´1 expp´uqdu

˙t ˆ
ż `8

0
uy´1 expp´uqdu

˙1´t

“ ΓpxqtΓpyq1´t

Le but de la question 32 est de démontrer le théorème suivant :

Théorème 4. Théorème de Bohr-Mollerup. Soit f : R`˚ ÝÑ R`˚ une fonction vérifiant :
‚ f p1q “ 1.
‚ @x ą 0, f px ` 1q “ x f pxq ;
‚ f est log-convexe.

Alors f “ Γ.

32. Soit f : R`˚ ÝÑ R`˚ une fonction vérifiant les trois hypothèses du théorème de Bohr-
Mollerup.

(a) Soit n un entier naturel. Calculer f pn ` 1q.

Par récurrence f pn ` 1q “ n!

(b) Pour tout réel strictement positif x, exprimer f pn ` xq en fonction de f pxq.

Par récurrence f pn ` xq “ pn ` x ´ 1q f pn ` x ´ 1q “

˜

n´1
ź

i“0

px ` iq

¸

f pxq

(c) Soient x Ps0, 1s et n un entier naturel non nul. Montrer que

f pn ` xq ⩽ nxpn ´ 1q!

et que

n! ⩽ pn ` xq1´x f pn ` xq.

Indication : on pourra utiliser les égalités

n ` x “ xpn ` 1q ` p1 ´ xqn, n ` 1 “ xpn ` xq ` p1 ´ xqpn ` 1 ` xq.

‚Comme n ` x “ xpn ` 1q ` p1 ´ xqn, et x Ps0, 1r, on en déduit :

f pn ` xq ⩽ f pn ` 1qx f pnq1´x “ pn!qxpn ´ 1q!1´x “ nxpn ´ 1q!

‚Comme n ` 1 “ xpn ` xq ` p1 ´ xqpn ` 1 ` xq, on a de même :

n! “ f pn`1q ⩽ f pn`xqx f pn`1`xq1´x “ f pn`xqxpn`xq1´x f pn`xq1´x “ pn`xq1´x f pn`xq

(d) On pose pour x Ps0, 1s et pour n entier naturel non nul,

unpxq “
pn ` xqx´1n!

ź

0⩽kăn

px ` kq
, vnpxq “

nxpn ´ 1q!
ź

0⩽kăn

px ` kq
.

Montrer que pour tout x Ps0, 1s, unpxq ⩽ f pxq ⩽ vnpxq et unpxq ⩽ Γpxq ⩽ vnpxq.
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Comme f pn ` xq “

˜

ź

0⩽kăn

px ` kq

¸

f pxq, on obtient : f pxq ⩽
nxpn ´ 1q!
ź

0⩽kăn

px ` kq
“ vnpxq.

De même pour l’autre inégalité.
Ceci est vrai aussi pour Γ puisque Γ vérifie les mêmes hypothèses.

(e) Montrer que pour tout x Ps0, 1r, les suites punpxqqn⩾1 et pvnpxqqn⩾1 sont équivalentes.

un

vn
“

pn ` xqx´1n!
nxpn ´ 1q!

“

´n ` x
n

¯x´1
Ñ 1

(f) En déduire que pour tout x Ps0, 1r,

lim
nÝÑ`8

unpxq “ lim
nÝÑ`8

vnpxq “ f pxq.

Pour x Ps0, 1r, Par pincement d’équivalent puisque f pxq ą 0, f pxq „ unpxq donc
punppxqqq et pvnpxqq convergent vers f pxq

(g) En déduire que pour tout x Ps0, 1s, f pxq “ Γpxq.

On a de même Γpxq est la limite commune de punpxqq et pvnpxqq donc par unicité de la
limite, on obtient f pxq “ Γpxq.
C’est vrai aussi pour x “ 1.

(h) Montrer finalement que f “ Γ.

Pour x PN˚, c’est déjà montré.
Pour x ą 0 avec x <N˚, on pose n “ rxs et y “ x ´ n.

On a y Ps0, 1r. On a f pyq “ Γpyq puis f pxq “ f py ` nq “

´

śn´1
i“0 py ` kq

¯

f pyq “ Γpxq.

33. Montrer que pour tout réel x strictement positif,

Γpxq “ lim
nÑ`8

n!nx

n
ź

k“0

px ` kq

.

On remarque que
n!nx

n
ź

k“0

px ` kq

“ vnpxq.
x

n ` x
d’où le résultat.

Cette formule est due à Euler. On admettra par la suite qu’elle reste valable lorsque x est un nombre
complexe dont la partie réelle est strictement positif.

Troisième partie : fonction caractéristique

Définition 5. Pour X une variable aléatoire réelle, on appelle fonction caractéristique de X la fonction
ΦX définie par

ΦXptq “ EpexppitXqq,

pour tout réel t où cette espérance existe.

34. Déterminer la fonction caractéristique d’une variable aléatoire réelle Y suivant une loi
géométrique de paramètre p Ps0, 1r. On n’oubliera pas de préciser son ensemble de
définition.
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Pour t P R, | exppitYq| “ 1 donc
`8
ÿ

k“0

exppitkqPpY “ kq est normalement convergente et

ΦYptq est définie.

ΦYptq “ EpexppitXqq

“

`8
ÿ

k“1

exppitkqpqk´1

“
p exppitq

1 ´ q exppitq

35. On suppose que X est à une variable aléatoire prenant ses valeurs dansN.
(a) Montrer que ΦX est bien définie sur R, puis qu’elle est continue et bornée sur R.

Comme précédemment ΦX est définie sur R. Elle est bornée par 1.
La série étant normalement convergente, la fonction ΦX est continue.

(b) On suppose que X admet une espérance EpXq. Montrer que ΦX est de classe C1 sur
R, puis exprimer EpXq en fonction de ΦX et sa dérivée.

On a ΦXptq “

`8
ÿ

k“0

exppitkqPpX “ kq.

EpXq existe donc
ÿ

kPpX “ kq est convergente.

La série
ÿ

ik exppitkqPpX “ kq est donc normalement convergente donc ΦX est de

classe C1 et Φ1
Xptq “

`8
ÿ

k“0

ik exppitkqPpX “ kq. On en déduit iEpXq “ Φ1
Xp0q

(c) Plus généralement, on suppose maintenant que EpXkq existe pour tout entier naturel
k. Montrer que ΦX est de classe C8 sur R, puis exprimer EpXkq en fonction de ΦX et
de ses dérivées.

On suppose que EpXkq existe donc
`8
ÿ

j“0

jkPpX “ jq est convergente.

La série
ÿ

pi jqk exppit jqPpX “ jq est donc normalement convergente.

Donc ΦX est de classe C8 et Φpkq

X ptq “
ÿ

pi jqk exppit jqPpX “ jq.

Donc Φpkq

X p0q “ ikEpXkq.

(d) Lorsque X possède une espérance, donner une relation simple entre la fonction
génératrice QX de X (voir la définition 2) et ΦX.

QXptq “ EptXq et ΦXptq “ EpexppitXqq “ EpexppitqXq donc ΦXptq “ QXpexppitqq en
étendant la définition de QX aux valeurs complexes de module inférieure ou égal à
1. C’est possible car

ř

PpX “ kq converge.
36. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes prenant leurs valeurs dans N.

Déterminer ΦX`Y en fonction de ΦX et de ΦY.
ΦX`Y “ ΦXΦY en utilisant l’indépendance

Quatrième partie : la loi de Gumbel
Définition 6. On définit la fonction f : R ÝÑ R par

f :
"

R ÝÑ R

x ÞÝÑ expp´xq ¨ expp´ expp´xqq “ e´xe´e´x
.
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37. Montrer que f est une densité de probabilité sur R.

f est positive et continue.
ż `8

´8

f pxqdx “ rexpp´ expp´xqqs
`8
´8

“ 1

Définition 7. On dit que X suit une loi de Gumbel si X admet f comme densité.

Jusqu’à la fin de cette partie, X désigne une variable aléatoire réelle suivant la loi de Gumbel.

38. Déterminer la fonction de répartition de X.

FXpxq “ expp´ expp´xqq

39. Montrer que X admet une espérance et une variance, sans chercher à les calculer.

‚X admet une espérance si et seulement si
ş`8

´8
|x| f pxqdx est absolument convergente. en

`8 : |xr f pxq ⩽ x expp´xq et
ş`8

0 x expp´xqdx converge

‚|xr f pxq| “ op
1
x2 q donc l’intégrale est aussi convergente.

De même pour EpX2q donc espérance et variance existent.

40. (a) Montrer que EpXq “ ´

ż `8

0
lnptqe´tdt.

L’intégrale étant convergente, on effectue le changement de variable x “ expp´tq :

EpXq “

ż `8

´8

t f ptqdt “ ´

ż `8

0
lnpxq expp´xqdx

(b) Montrer que
ż `8

0
lnptqe´tdt “ lim

nÑ`8

ż n

0

ˆ

1 ´
t
n

˙n

lnptqdt.

‚p1 ´ t
n qn Ñ expp´tq.

‚Pour u Ps0, 1r, lnp1 ´ uq ⩽ ´u donc n lnp1 ´ t
n q ⩽ ´t donc pp1 ´ t

n qnq ⩽ e´t.
Par convergence dominée, on a le résultat.

(c) Montrer que pour tout entier naturel n non nul,

ż n

0

ˆ

1 ´
t
n

˙n

lnptqdt “
n

n ` 1
plnpnq ´ Hn`1q .
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On effectue le changement de variable x “ 1 ´ t
n . (Toutes les intégrales convergent)

ż n

0
p1 ´

t
n

qn lnptqdt “

ż 1

0
xn lnpn ´ nxqndx

“ n lnpnq

ż 1

0
xndx ` n

ż 1

0
xn lnp1 ´ xqdx

“
n ln n
n ` 1

` n
ż 1

0
p1 ´ uqn lnpuqdu

Posons an “

ż 1

0
p1 ´ uqn lnpuqdu

an`1 “

ż 1

0
p1 ´ uqn`1 lnpuqdu “

ż 1

0
p1 ´ uqn lnpuqp1 ´ uqdu

“

ż 1

0
p1 ´ uqn lnpuqdu ´

ż 1

0
p1 ´ uqn lnpuqudu

“ an ´ r´
p1 ´ uqn`1

n ` 1
u lnpuqs1

0 `

ż 1

0
´

p1 ´ uqn`1

n ` 1
pln u ` 1qdu

“ an ´
an`1

n ` 1
´

1
pn ` 1qpn ` 2q

D’où pn ` 2qan`1 “ pn ` 1qan ´
1

n ` 2
Par récurrence, pn ` 1qan “ ´Hn`1 D’où le

résultat.

(d) En déduire la valeur de EpXq.

lnpnq ´ Hn`1 “ lnpnq ´ Hn ´
1

n ` 1
Ñ ´γ d’où EpXq “ γ

41. Montrer que EpX2q “

ż `8

0
plnptqq2e´tdt.

Même raisonnement que pour l’espérance.

Avec des méthodes semblables à celles de la question 40. (c) on peut montrer (on ne demande pas de le
faire !) que

ż n

0

ˆ

1 ´
t
n

˙n

plnptqq2dt “
n

n ` 1

˜

plnpnqq2 ´ 2 lnpnqHn`1 ` 2
n`1
ÿ

i“1

Hi

i

¸

.

42. (a) Établir que pour tout entier naturel n non nul,

2
n

ÿ

i“1

Hi

i
“ H2

n `

n
ÿ

i“1

1
i2
.
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Considérons
ÿ

1⩽i, j⩽n

1
i j

“ p

n
ÿ

i“1

1
i
q2 “ H2

n.

Par ailleurs :

ÿ

1⩽i, j⩽n

1
i j

“
ÿ

1⩽iă j⩽n

1
i j

`

n
ÿ

i“1

1
i2

`
ÿ

1⩽ jăi⩽n

1
i j

“ 2
ÿ

1⩽iă j⩽n

1
i j

`

n
ÿ

i“1

1
i2

“ 2
n

ÿ

j“1

1
j

j´1
ÿ

i“1

1
i

`

n
ÿ

i“1

1
i2

“ 2
n

ÿ

j“1

1
j
pH j ´

1
j
q `

n
ÿ

i“1

1
i2

“ 2
n

ÿ

j“1

H j

j
´

n
ÿ

i“1

1
i2

D’où le résultat

(b) En déduire la valeur deVpXq.

Hn “ lnpnq ` γ `
1

2n
` op

1
n

q donc H2
n “ lnpnq2 ` γ2 ` 2γ lnpnq `

lnpnq

n
` op

lnpnq

n
q

et lnpnqHn`1 “ lnpnqHn `
lnpnq

n ` 1
“ pln nq2 ` lnpnqγ `

ln n
2n

`
lnpnq

n ` 1
` op

lnpnq

n
q Donc

EpX2q “ γ2 `
π2

6
puisVpXq “

π2

6

43. On rappelle que ΦX est la fonction caractéristique associée à X introduite à la partie précédente,
définition 5. Montrer que pour tout t P R,

ΦXptq “ Γp1 ´ itq.

ΦXptq “

ż `8

´8

exppitxq expp´xq expp´ expp´xqqdx

“

ż `8

0
u´it expp´uqdu

“ Γp1 ´ itq

Cinquième partie : convergence en loi

On rappelle que pour tout entier naturel n non nul, Tn désigne la variable aléatoire introduite dans
la première partie, égale au nombre de tirages nécessaires pour obtenir pour la première fois au moins
chacun des n jetons. Pour tout entier naturel n non nul, on pose

Zn “
Tn ´ n lnpnq

n
.

44. Soit n un entier naturel non nul. Exprimer ΦZn en fonction de ΦTn .
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ΦZnptq “ EpexppitZnqq

“ Epexppit
Tn ´ n lnpnq

n
qq

“ expp´it ln nqEpexppit
Tn

n
qq

“ expp´it ln nqΦTnp
t
n

q

45. Montrer que pour tout t Ps ´ 8, 1r,

lim
nÝÑ`8

ΦZnptq “ Γp1 ´ itq.

ΦTnpuq “ QTnpexppiuqq puis utiliser la formule du 30a, et la formule d’Euler pour passer
à la limite....

On admet que ce résultat assure la convergence en loi de Zn vers une loi de Gumbel.

46. Montrer pour tout réel ϵ strictement positif,

lim
nÝÑ`8

PpTn ´ n lnpnq ⩽ ϵnq “ expp´ expp´ϵqq.

D’après la convergence en loi, (convergence des fonctions de répartition)

PpTn ´ n lnpnq ⩽ ϵnq “ PpZn ⩽ ϵq Ñ expp´ expp´ϵqq
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